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Vorwort

Durch die Moglichkeiten moderner Statistik-Software gibt es heute viele Wege,
komplexe statistische Methoden praktisch anwenden zu konnen. Allerdings ist
dabei einerseits das Verstindnis komplexer Methoden nicht einfach, andererseits
bereitet es oft Probleme, die Methoden sachgerecht mit der zur Verfiigung stehen-
den Software umzusetzen.

Mit unserem Lehrbuch wollen wir helfen, beide Schwierigkeiten zu verringern und
gleichzeitig die notwendige Briicke zwischen den jeweiligen Verfahren und ihrer
praktischen Umsetzung schlagen. Wir mochten Forschenden und Studierenden
aus empirischen Wissenschaften einen gut nachvollziehbaren Einstieg in komplexe
regressionsanalytische Modelle bieten und sie zur praktischen Umsetzung dieser
Modelle in eigenen Forschungsvorhaben mit den Statistik-Programmen R und
SPSS befidhigen. Studierende unterschiedlicher Studiengénge konnen das Buch
sowohl als Begleitlektiire zu entsprechenden Statistik-Veranstaltungen als auch
als erginzende Lektiire zum Selbststudium nutzen.

Themenauswahl und inhaltlicher Aufbau

Das vorliegende Buch baut auf der Kenntnis grundlegender multivariater Verfah-
ren wie der multiplen linearen Regressionsanalyse, der bindren logistischen Re-
gressionsanalyse und der Faktorenanalyse auf (siehe z.B. Rudolf & Buse, 2020)
und stellt auf dieser Grundlage komplexe regressionsanalytische Verfahren vor,
die in der praktischen Anwendung grofde Bedeutung haben. Dabei kann das Buch
in drei Inhaltsbereiche unterteilt werden.

Im ersten Inhaltsbereich (Kapitel 1-3) werden Methoden vorgestellt, die ausgehend
vom allgemeinen linearen Modell ein breites Spektrum an wichtigen und oft ange-
wendeten Modellen und Verfahren umfassen. Die behandelten Modelle umfassen
verallgemeinerte lineare Modelle, in denen die Kriteriumsvariable unterschiedli-
che stetige und diskrete Verteilungen aufweisen kann, sowie Modelle verallgemei-
nerter Schatzgleichungen, bei denen dariiber hinaus korrelierte Beobachtungen
beriicksichtigt werden konnen. Besonders ausfiihrlich werden die in empirischen
Wissenschaften sehr verbreiteten Mehrebenenmodelle vorgestellt, mit denen de-
taillierte Auswertungen von Daten moglich sind, die auf hierarchisch strukturier-
ten Ebenen erhoben werden.

Im zweiten Inhaltsbereich (Kapitel 4 und 5) werden mit der multinomialen logis-
tischen und der ordinalen Regression Vorgehensweisen beschrieben, die die Ana-
lyse von Kriteriumsvariablen ermoglichen, die nominal skaliertes bzw. ordinales
Datenniveau mit mehr als zwei Kategorien aufweisen.
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10 Vorwort

Der dritte Inhaltsbereich (Kapitel 6-8) befasst sich mit Modellen, in denen viele,
oft korrelierende Merkmale untersucht werden konnen. Dabei steht bei der kano-
nischen Korrelationsanalyse die Untersuchung der Zusammenhénge von zwei
Merkmalsmengen im Vordergrund. Mit der Regression der partiellen kleinsten
Quadrate und mit der Ridge-Regression werden Vorgehensweisen beschrieben,
mit denen die Modellierung der Abhéngigkeit einer Kriteriumsvariablen von Pré-
diktorvariablen moglich ist, auch wenn korrelierte Pradiktoren einbezogen wer-
den.

Statistik-Software R und SPSS

Fiir die Beschreibung der Umsetzung der vorgestellten Modelle haben wir die Sta-
tistik-Programmpakete R und IBM SPSS Statistics (kurz: SPSS) ausgewihlt, die in
den empirischen Wissenschaften besondere Bedeutung haben.

SPSSist die seit vielen Jahren oft benutzte Standardsoftware in unterschiedlichen
Wissenschaftsdisziplinen. Das Programmpaket umfasst ein grofdes Spektrum sta-
tistischer Verfahren und ist relativ einfach zu nutzen, sodass es auch von Forschen-
denund Studierenden effektiv eingesetzt werden kann, die nicht regelmaflig kom-
plexe Datenauswertungen durchzufiihren haben. Fiir die Darstellungen in diesem
Buch stand uns SPSS bis zur Version 28 zu Verfiigung.

R ist im Unterschied zu SPSS eine frei verfligbare Software, die in den vergange-
nen Jahren starke Verbreitung erfahren hat. Zwar ist die Einarbeitung komplizier-
ter als bei SPSS, aber Rist durch die Einbindung einer eigenen Programmierspra-
che eine sehr flexible Anwendung mit vielfiltigen Moglichkeiten. Neue statistische
Methoden werden in der Regel zunachst in R umgesetzt und zur Verfiigung ge-
stellt, weshalb der Umfang der in R zur Verfiigung stehenden Verfahren in vielen
inhaltlichen Bereichen grof3er ist als in SPSS. Da die Entwicklung von R sehr dy-
namisch ist, haben wir zu jedem Verfahren passende R-Pakete ausgewihlt, auf
umfassende Vergleiche aktuell verfiigbarer R-Pakete fiir die behandelten Verfah-
ren jedoch weitgehend verzichtet. Bei der Darstellung einzelner Pakete haben wir
uns auf die flr das jeweilige Verfahren wichtigen Funktionen konzentriert und
sind auf grafische Moglichkeiten in der Regel nicht eingegangen. Grundkenntnisse
der Programmierung mit R werden in jedem Kapitel vorausgesetzt. R ist beson-
ders fiir diejenigen zu empfehlen, die sich kontinuierlich mit statistischen Daten-
analysen beschiftigen oder die neu entwickelte statistische Verfahren anwenden
mochten.

Didaktische Herangehensweise

Das wichtigste Ziel dieses Buches besteht darin, Forschenden und Studierenden
sowohl den inhaltlichen Einstieg in die komplexen Verfahren als auch deren Um-
setzung mit der Statistik-Software zu erleichtern. Gleichzeitig soll die Grundlage
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Vorwort "

fir notwendiges detaillierteres Literaturstudium vor Datenauswertungen in eige-
nen Forschungsvorhaben gelegt werden.

Bei der Beschreibung der Modelle und Vorgehensweisen haben wir grof3en Wert
darauf gelegt, alle Uberlegungen und Abliaufe nachvollziehbar und anschaulich
darzustellen. Wir haben in allen Kapiteln einfache Datenbeispiele mit gezielt si-
mulierten Daten und inhaltlichem Hintergrund in die Beschreibung der Metho-
den einbezogen. Die gleichen Datenbeispiele werden benutzt, um die Anwendung
der Verfahren in den beiden Statistik-Paketen ausfiihrlich zu demonstrieren. Da-
raus ergibt sich erwiinschte Redundanz, da die gleichen Ergebnisse sowohl in den
einfithrenden Abhandlungen als auch in den Abschnitten zu R und zu SPSS wie-
derkehren. Auf diese Weise wird der Bezug der Theorie der Verfahren zu den Er-
gebnissen der Software deutlich und die Anwendung der Programmpakete erleich-
tert. Um die Beschreibungen dennoch kurz und verstindlich zu halten, befindet
sich die Interpretation der Ergebnisse jeweils in der einfithrenden Abhandlung
zum Datenbeispiel und wird nicht noch einmal in den Abschnitten zu R und SPSS
erlautert. Gelegentlich ergeben sich minimale Unterschiede in den Auswertungen
mit R und mit SPSS, was an Unterschieden der verwendeten Algorithmen oder an
Rundungseffekten liegen kann. Inhaltlich stammen die gewdhlten Beispiele aus
Teilgebieten der Psychologie. Sie sind allgemein verstiandlich und lassen sich pro-
blemlos auf andere Disziplinen iibertragen.

Auf der Hogrefe-Webseite zum Buch stehen alle verwendeten Datensitze sowie
R-Skripte und SPSS-Syntax-Dateien der durchgefiihrten Beispielrechnungen zur
Verfiigung. Die Datensétze liegen dabei im SPSS-Format vor und konnen so auch
in R eingelesen und verarbeitet werden.
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14 Kapitel 1

1.1  Einleitung und Fragestellungen

Viele der in empirischen Wissenschaften haufig angewendeten statistischen Ver-
fahren (z.B. t-Tests, Varianzanalyse, multiple lineare Regressionsanalyse) basie-
ren auf dem allgemeinen linearen Modell (ALM; engl.: General linear model
(GLM)). Neben der Annahme linearer Beziehungen zwischen Priadiktor(en) und
Kriterium setzt die Anwendung dieser Methoden unter anderem die Normalver-
teilung der Modellfehler in der Grundgesamtheit voraus. In vielen Anwendungs-
fallen kann diese Annahme als gegeben angesehen werden, bei geringen Verlet-
zungen dieser Voraussetzung erweisen sich viele der Verfahren insbesondere bei
groflen Stichprobenumfingen als robust (siehe z.B. Eid et al., 2017; Rudolf und
Buse, 2020; Tabachnick und Fidell, 2018).

In anderen Untersuchungen dagegen kann man nicht von normalverteilten Krite-
riumsvariablen ausgehen. Verallgemeinerte (generalisierte) lineare Modelle (VLM;
engl.: Generalized linear models (GZLM)) bieten die Moglichkeit, solche Daten
sachgerecht auszuwerten (Nelder und Wedderburn, 1972). So bilden verallgemei-
nerte lineare Modelle die Basis bei der Auswertung von dichotomen Kriteriumsva-
riablen in binéren logistischen Regressionsanalysen (Rudolf und Buse, 2020) oder
bei der Analyse von mehrstufigen kategorialen oder ordinalen Zielgrofen in mul-
tinomialen logistischen (Kapitel 4) bzw. ordinalen (Kapitel 5) Regressionsanalysen.
In diesem Kapitel sollen die Grundlagen verallgemeinerter linearer Modelle am
Beispiel von in der Anwendung hiufig auftretenden Verteilungen metrischer Kri-
teriumsvariablen dargestellt werden. Dabei handelt es sich um die Poisson-Vertei-
lung (Kapitel 1.3.1und 1.3.2) als diskrete Verteilung der Anzahl von Ereignissen wie
zum Beispiel Fehlerzahlen bei einfachen Aufgaben sowie um die Gammavertei-
lung (Kapitel 1.3.3), die sich als linkssteile stetige Verteilung zum Beispiel zur Mo-
dellierung von Reaktionszeiten in psychologischen Untersuchungen anbietet.

Einfiihrungen in die Theorie und die Anwendung verallgemeinerter linearer Mo-
delle geben zum Beispiel Agresti (2013), Cohen et al. (2003), Colver und Holling
(2009), Dobson und Barnett (2018), Fox (2015), McCullagh und Nelder (1989),
Nelder und Wedderburn (1972) sowie Tutz und Strobl (2009).

Die mit verallgemeinerten linearen Modellen zu bearbeitenden Fragestellungen un-
terscheiden sich nicht von den Fragestellungen im Rahmen multipler Regressions-
analysen. Allgemeines Ziel ist die Untersuchung des Einflusses eines oder mehrerer
Pradiktoren und von deren Interaktionen auf eine Kriteriumsvariable, deren Vertei-
lung diskret oder kontinuierlich sein kann und nicht der Normalverteilung entspre-
chen muss. Mogliche Fragestellungen bzw. Ziele der Analyse sind unter anderem:

+ Untersuchung der Wirksamkeit einzelner Pradiktoren im untersuchten Modell,
« Beurteilung der Giite des untersuchten Modells,

« Identifikation redundanter Priadiktoren,

+ Suche nach optimalen Merkmalsmengen.
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Verallgemeinerte lineare Modelle 15

In Kapitel 1.2 werden die Grundlagen verallgemeinerter linearer Modelle beschrie-
ben. Nach einer ausfiithrlichen Beschreibung der Komponenten Verteilung, Link-
funktion und Linearkombination werden die Prinzipien der Parameterschitzung
und der Giitebeurteilung verallgemeinerter linearer Modelle dargestellt. Die An-
wendungsbeispiele in Kapitel 1.3 beinhalten die Poisson-Regression zur Vorher-
sage der Anzahl von Rechen- bzw. Lesefehlern bei dichotomem bzw. bei metri-
schem Pradiktor sowie die Gamma-Regression zur Analyse von Reaktionszeiten
bei zwei Pradiktoren unter Beriicksichtigung ihrer Interaktion.

1.2  Grundlagen verallgemeinerter
linearer Modelle

Beispiele fiir Vorgehensweisen auf der Grundlage des allgemeinen linearen Mo-
dells sind der t-Test, die multiple lineare Regressionsanalyse oder die Varianzana-
lyse (zur Illustration siche Abbildung 1.1; sieche zum Vergleich Abbildung 1.2).

Das allgemeine lineare Modell kann durch folgende Beziehungen dargestellt wer-
den (vgl. Rudolf und Buse, 2020):

Yi =bo+ by Xqi+by Xy + -+ brxi+e (i=1,..,n) (1.1)

yi: Wert der Kriteriumsvariablen Y der i-ten Versuchsperson

X3, Xy -y Xi- Werte der Pradiktorvariablen X;, X,, ..., Xy der i-ten Versuchsperson
e;: Residuum der i-ten Versuchsperson

bg, by, ..., by Regressionskoeftizienten

n: Anzahl der Versuchspersonen

Lineare
Regression

t-Test

Varianz-
analyse

Abbildung 1.1: Illustration des allgemeinen linearen Modells
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16 Kapitel 1

Der Erwartungswert der Kriteriumsvariablen Y; in Abhangigkeit von gegebenen
Werten der Variablen X;, X, ..., X ergibt sich im ALM entsprechend als

E(Yl) = uYi = bo + b1 " Xqi + b2 " Xoji + 4 bk * Xki + E(El) (l = 1, ...,n) (12)

Y;, Yy, ..., i unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen

Hy,: Erwartungswert von Y;

Xqj, Xoiy -y Xkt Werte der Pradiktorvariablen X, Xy, ..., Xj der i-ten Versuchsperson
by, by, ..., b Regressionskoeflizienten

E;: Modellfehler mit E(E;) =0

Die Anwendung des allgemeinen linearen Modells einschlieSlich der Tests hat

mehrere Voraussetzungen (vgl. Backhaus et al., 2018; Cohen et al., 2003):

+ Linearer Zusammenhang zwischen Pradiktoren und metrischem Kriterium,

« Unkorrelierte Modellfehler (Residuen),

- Modellfehler unterliegen einer Normalverteilung N(0, 6?),

« Verteilung der Modellfehler unabhingig von den Pradiktoren,

+ Homoskedastizitit: Varianz der Modellfehler (Residuen) ist unabhéngig von
den Auspragungen der Priadiktoren.

In den spiter beschriebenen Anwendungsbeispielen dieses Kapitels werden Kri-
teriumsvariablen untersucht, die nicht normalverteilt sind bzw. kein metrisches
Datenniveau aufweisen. Damit ist die Anwendung des allgemeinen linearen Mo-
dells nicht angemessen. Demgegeniiber bieten verallgemeinerte lineare Modelle

Poisson-
Regression

10

logistische
Regression

Ordinale
Regression

Abbildung 1.2: Illustration verallgemeinerter linearer Modelle

Dieses Dokument ist nur fir den personlichen Gebrauch bestimmt und darf in keiner Form vervielféltigt und an Dritte weitergegeben werden.
Aus Rudolf und Vogel-Blaschka: Komplexe regressionsanalytische Verfahren (9783840929083). © 2023 Hogrefe Verlag, Gottingen.



Verallgemeinerte lineare Modelle 17

in derartigen Fillen addquate und sachgerechte Auswertungsmaoglichkeiten. Sie
bestehen grundsatzlich aus drei Bestimmungsgrofien: einer Verteilung, einer Li-
nearkombination und einer Linkfunktion (Tutz und Strobl, 2009).

Bei der Verteilungskomponente verallgemeinerter linearer Modelle handelt es
sich um eine statistische Verteilung, die der Verteilung der Messwerte der Krite-
riumsvariablen entspricht (Abschnitt 1.2.1). Das verallgemeinerte lineare Modell
beinhaltet analog zum allgemeinen linearen Modell die lineare Verkniipfung der
Pradiktoren. Eine Linkfunktion (Abschnitt 1.2.2) ist zur Verkniipfung der Kriteri-
umsvariablen mit der Linearkombination der Pradiktoren notwendig.

In Abschnitt 1.2.3 werden grundlegende Uberlegungen zu Schitzmethoden, Tests
und Parametern der Modellgiite in verallgemeinerten linearen Modellen einfiih-
rend beschrieben.

Dain verallgemeinerten linearen Modellen eine Vielzahl von Verteilungen und un-
terschiedlichen Linkfunktionen verkniipft werden konnen, gibt es sehr viele ver-
schiedene spezielle Modelle. Neben den in diesem Kapitel exemplarisch behan-
delten Verfahren der Poisson- und der Gamma-Regression gehoren dazu auch die
in diesem Buch in separaten Kapiteln behandelten Verfahren der multinomialen
logistischen (Kapitel 4) bzw. der ordinalen (Kapitel 5) Regression (zur Illustration
siehe Abbildung 1.2; siehe zum Vergleich Abbildung 1.1).

1.2.1 Verteilungen in verallgemeinerten linearen Modellen

Mit verallgemeinerten linearen Modellen konnen sowohl diskret als auch stetig
verteilte Kriteriumsvariablen modelliert werden. Dabei miissen die Verteilungen
der Variablen Mitglieder der Exponentialfamilie sein, da sonst die Parameter wie
der Erwartungswert der Verteilungen nicht schiatzbar waren. Die in diesem Kapi-
tel behandelten Verteilungen gehoren zur Exponentialfamilie (siehe dazu Colver
und Holling, 2009). Die Besonderheiten stetiger und diskreter Verteilungstypen
sollen unter besonderer Beriicksichtigung der Poisson-Verteilung als diskrete Ver-
teilung und der Gammaverteilung als stetige Verteilung in den folgenden Abschnit-
ten veranschaulicht werden.

Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen werden vorrangig zur Modellierung von Haufigkeiten ver-
wendet. Eine wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Binomialverteilung
(siehe z.B. Rudolf und Kuhlisch, 2020), die die Wahrscheinlichkeit beschreibt,
bein zufilligen Ziehungen aus einer Grundgesamtheit k Zielereignisse zu ziehen.
Ein Spezialfall der Binomialverteilung ist die Bernoulli-Verteilung. Mit ihr wird
die Wahrscheinlichkeit modelliert, bei einer Ziehung ein Zielereignis zu ziehen.
Sie ist die Grundlage fiir die logistische Regressionsanalyse, bei der zum Beispiel

Dieses Dokument ist nur fir den personlichen Gebrauch bestimmt und darf in keiner Form vervielféltigt und an Dritte weitergegeben werden.
Aus Rudolf und Vogel-Blaschka: Komplexe regressionsanalytische Verfahren (9783840929083). © 2023 Hogrefe Verlag, Gottingen.



18 Kapitel 1

die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer psychischen Storung in Abhangigkeit
von der Auspragung bestimmter Risikofaktoren untersucht werden kann.

Zur Modellierung der Haufigkeit der Anzahl von Ereignissen kann die Poisson-
Verteilung benutzt werden. Dabei werden Mittelwert und Varianz der Verteilung
durch den gleichen Parameter beschrieben, sind also gleich. Wenn Mittelwert und
Varianz nicht als gleich angenommen werden konnen, bietet sich die Verwendung
der negativen Binomialverteilung an, in der durch die Einbeziehung eines zusatz-
lichen Parameters Mittelwert und Varianz der Verteilung unterschiedlich sein
konnen. In Abbildung 1.3 werden zur Illustration eine Poisson- und eine negative
Binomialverteilung mit gleichem Mittelwert, aber unterschiedlicher Varianz gegen-
ibergestellt.

Sowohl die Poisson-Verteilung als auch die negative Binomialverteilung haben in
der praktischen Anwendung grofie Bedeutung (Hilbe, 2014). Exemplarisch soll
im folgenden Abschnitt auf die Poisson-Verteilung eingegangen werden.

Beispiel einer diskreten Verteilung: Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung setzt ganzzahlige Werte der beobachteten Variablen vor-
aus, die grofier oder gleich O sein miissen, wodurch sie fiir die Analyse von Zahl-
daten sehr gut geeignet ist (vgl. Cohen et al., 2003). Eine wichtige Eigenschaft der
Poisson-Verteilung besteht in der Ubereinstimmung von Mittelwert und Varianz,
wodurch sie sich zum Beispiel von der Normalverteilung unterscheidet.

w
oS
7 —e— Poisson-Verteilung | A= 1
2 A =0O= neg. Binomialverteilung | pn = 1,cz=4
<+
= ° o @
o o
L o 7
iy
S
a g4
- T
=3 ﬁ ¥ & @ @ @ & e
I T I ] I I
0 2 4 6 8 10
Y

Abbildung 1.3: Poisson-Verteilung mit Mittelwert A = 1 und Varianz o’ =1und negative Binomi-
alverteilung mit Mittelwert u = 1 und Varianz o” = 4
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Verallgemeinerte lineare Modelle 19

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von k Ereignissen wird durch folgende
Wahrscheinlichkeit beschrieben (siehe Fox, 2015):

Ak
pa(k) = Fe”‘ firk=0,1,2, .. (1.3)

pi(k): Wahrscheinlichkeit des Auftretens von k im Einzelfall
A: Parameter (Mittelwert, Varianz) der Poisson-Verteilung

Eine Poisson-Verteilung wird also durch einen einzigen Parameter A beschrieben,
dessen Grofde die Form der Verteilung beeinflusst: Bei geringem Mittelwert und
entsprechend bei geringer Varianz ist die Form der Verteilung stark linkssteil (Ab-
bildung 1.4).

In Abbildung 1.5 wird veranschaulicht, dass die Verteilung mit grofder werdendem
Parameter A immer symmetrischer wird und sich zunehmend einer Normalver-
teilung anndhert (vgl. Fox, 2015).
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Abbildung 1.4: Poisson-Verteilungen mit den MittelwertenA = 0.5,A=1,A=2
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Abbildung 1.5: Poisson-Verteilungen mit den MittelwertenA = 4,A = 8,A =16
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20 Kapitel 1

Ein mogliches Problem bei der Annahme einer Poisson-Verteilung fiir die Anzahl
von Ereignissen kann in sogenannter Uberdispersion bestehen. Diese liegt darin
begriindet, dass Mittelwert und Varianz der Verteilung gleich sind und tritt dann
auf, wenn aus den Daten eine grofiere (oder kleinere) Varianz geschétzt wird, als
unter der Annahme der Poissonverteilung erwartet wird. Uberdispersion kann
zu verzerrten Teststatistiken fithren (Fox und Weisberg, 2011). Zur Losung die-
ses Problems kann bei der Durchfiihrung der Schitzungen ein Dispersionspara-
meter geschatzt werden, der zusatzliche Moglichkeiten der Modellanpassung an
konkrete Daten bietet. Wenn Zweifel am Vorhandensein einer Poissonverteilung
bestehen, sollte die negative Binomialverteilung als Verteilung der Kriteriums-
variablen angenommen werden, wobei Mittelwert und Varianz voneinander ver-
schiedene Werte annehmen kdnnen (Cohen et al., 2003; Fox und Weisberg, 2011;
Hilbe, 2011).

Stetige Verteilungen

Neben diskreten konnen in verallgemeinerten linearen Modellen auch unter-
schiedliche stetige (kontinuierliche) Verteilungen der Kriteriumsvariablen ange-
nommen werden. Im dargestellten Anwendungsbeispiel in Abschnitt 1.3.3 werden
Reaktionszeiten untersucht, fiir deren Auswertung Methoden des allgemeinen li-
nearen Modells in der Regel nicht geeignet sind. Reaktionszeiten folgen oft kei-
ner symmetrischen, sondern einer linkssteilen Verteilung. Thre Werte sind immer
grofder als Null. Da Reaktionszeiten bei schwierigen Aufgaben oft starker streuen
als bei einfachen Aufgaben, liegt oft keine Homoskedastizitit vor, sondern Hete-
roskedastizitit (siche Wagenmakers und Brown, 2007; Whelan, 2008). Neben der
Gammaverteilung, auf die im nichsten Abschnitt naher eingegangen werden soll,
sind wegen der beschriebenen Eigenschaften von Reaktionszeiten die Weibull-
Verteilung, die inverse Normalverteilung (Wald-Verteilung) und die logarithmi-
sche Normalverteilung geeignete Verteilungen (weiterfithrend siehe Fox, 2015;
Johnson et al., 1994; zum exemplarischen Vergleich unterschiedlicher Verteilun-
gen siehe Palmer et al., 2011).

Beispiel einer stetigen Verteilung: Gammaverteilung

Wie die Normalverteilung kann die Gammaverteilung mit zwei Parametern be-
schrieben werden. Wihrend bei der Normalverteilung allerdings der Mittelwert
die Lage der Verteilung charakterisiert und die Standardabweichung die Streuung
der Werte um den Mittelwert, weisen die Parameter der Gammaverteilung keine
unmittelbare Beziehung zu den Parametern Mittelwert und Standardabweichung
der Normalverteilung auf. Es handelt sich dabei um den Formparameter a und
den Skalierungsparameter B (siehe Fox, 2015). Die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion ergibt sich als
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x%1.a7%/B
B - I'(a)

p(x;a,B): Wahrscheinlichkeitsdichte an der Stelle x > O bei gegebenen a und
a: Formparameter der Gammaverteilung (a > 0)

B: Skalierungsparameter der Gammaverteilung (8 > 0)

I': Gammafunktion (['(a) = fooo e~t-t%1dt)

px;a,B) = (1.4)

In Abbildung 1.6 sind die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen von Gammaver-
teilungen mit unterschiedlichen Parametern a und {8 dargestellt. Dabei wird deut-
lich, dass die Gammaverteilung mit zunehmendem Wert des Formparameters «
immer symmetrischer wird, d.h. der Charakter einer linkssteilen Verteilung ab-
geschwacht wird, was einer Zunahme des Erwartungswertes entspricht. Gleich-
zeitig verschiebt sich der Schwerpunkt der Verteilung mit zunehmendem Wert
von a nach rechts. Mit steigendem p wird die Gammaverteilung hingegen breiter,
d.h. die Varianz wird grof3er.
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Abbildung 1.6: Gammaverteilung mita=1,2,3,4,5sowief=1,2,8,4
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1.2.2 Linkfunktionen

Eine Linkfunktion verbindet in verallgemeinerten linearen Modellen die Kriteri-
umsvariable mit der Linearkombination der Pradiktoren. Sie tiberwindet zwei we-
sentliche Restriktionen des allgemeinen linearen Modells, wonach einerseits die
Kriteriumsvariable normalverteilt sein muss und andererseits lineare Beziehun-
gen zwischen dem Erwartungswert der Kriteriumsvariablen und dem des linea-
ren Modells bestehen miissen.

Im allgemeinen linearen Modell ist bei erfiillten Voraussetzungen geméaf$ Formel
(1.2) der Erwartungswert der Kriteriumsvariablen identisch mit dem Erwartungs-
wert der Linearkombination. Die Linkfunktion kann deshalb in diesem Fall die
sogenannte Identitits-Linkfunktion sein. Im Fall von Poisson- bzw. Gamma-ver-
teilten Zufallsvariablen stimmen jedoch die moglichen Wertebereiche der Krite-
riumsvariablen und damit auch deren Erwartungswert nicht mit dem Erwartungs-
wert der linear verkniipften Pradiktorvariablen iiberein. Der Erwartungswert der
Linearkombination in Abhéngigkeit von gegebenen Werten der Variablen X, X,
...y Xy lasst sich darstellen als

n; = bO + b1 *Xqi bz D OTI KRR bk *Xki T E(El) (1 =1, ...,n) (15)

n;: Erwartungswert der Linearkombination bei gegebenen Werten xy;, X, «.., Xj
Xqj, Xoiy -y Xk Werte der Pradiktorvariablen Xy, X, ..., X der i-ten Versuchsperson
b, by, ..., b Regressionskoeflizienten

E;: Modellfehler mit E(E;) =0

Wahrend die Linearkombination der Pradiktoren und damit auch deren Erwar-
tungswert Werte zwischen —o und +o annehmen kann, kann die Kriteriumsvaria-

Wertebereich
von E(Y)

Wertebereich der Linearkombination

- T T T T T T T >
— 0 3 -2 1 0 1 2 3 +00

Abbildung 1.7: Wertebereiche der Linearkombination und des Erwartungswerts von'Y
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